Lezione 2

Sistemi dinamicl
nel dominio del tempo



Un esempio: il nastro trasportator et

\“. sabbia /

Fig. 1: Un nastro trasportatore di sabbia

u: portatadi sabbiaall’inizio del nastro
y: portata di sabbia allafine del nastro
p: perdite di sabbialungo il nastro

v: velocita (costante) del nastro

I: lunghezza del nastro

Problema di controllo

Fare in modo che la portata y in uscita a nastro sia quanto piu possibile simile ad un valore
costante prefissato y°, nonostante le perdite p, agendo sulla portata u di sabbia all’ingresso del
nastro.
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Fig. 2: Il problema di controllo

M odello matematico

Il modello matematico traduce in un’equazione il fatto che, ad ogni istante di tempo t, la
portata in uscita uguaglia, a meno delle perdite, la portata manifestatasi in ingresso, t istanti
prima, dove T éil tempo di percorrenza del nastro:

y()=ult-1)-plt), wu=I/v

1pa“Modellisticae Controllo”, S. Bittanti, N. Schiavoni, CLUP, 1979.
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Si suppone inoltre che le perdite siano calcolabili come la somma di un valore medio costante
noto p edi uno scostamento impredicibile Ap:

p(t) = p+ Ap(t).

Strategia di controllo in anello aperto

La piu ovvia strategia di controllo in anello aperto consiste nell’imporre un valore di portata
in ingresso costante, uguale alla somma del valore desiderato in uscita e del valore medio
delle perdite:

u(t) = y°+p.
Risulta pero:
y(t) = y+p—(p+Ap(t)) = y>-Ap(t),
ossia
= Ap(t).

Pertanto il sistema di controllo € completamente “indifeso” rispetto al disturbo Ap (tutto il
disturbo s traducein errore).

Strategia di controllo in anello chiuso

Se la portata in uscita & misurabile, s somma ala precedente azione di controllo in anello
aperto un termine correttivo, proporzionale all’ errore tra valore desiderato ed effettivo di y:

u(t) = y>+p+u(y-y(t)),

dove u € un parametro di progetto.
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Fig. 3: Srategia di controllo in anello chiuso

Risultaallora:

y(t) = yo+ P+ u(yo-y(t—1)) = (p+Ap(t)) = (1+ ) yo—py(t—1) - Ap(t).

Studiamo anzitutto il comportamento a regime (analisi statica), supponendo costanti le
perdite (Ap(t) = Ap). Tuttele variabili risulteranno allora costanti, ed in particolare si avra:

y(t)=y(t—-1)=Y.
Facendo i conti s ottiene:
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yo AP

Sembra quindi che pur di scegliere il parametro u positivo sufficientemente grande, Si possa
ridurre arbitrariamente I’ errore.

Il problema é risolto? Non proprio...

Studiamo un transitorio, ossia il passaggio da una condizione di regime ad un’altra (analisi
dinamica). In particolare, ipotizziamo che |’andamento nel tempo delle perdite sia
rappresentato dal grafico di Fig. 4.
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Fig. 4 : Andamento temporale delle perdite di sabbia

Facendo i conti, si trova che il parametro pu influenza pesantemente I’ andamento temporale
della portatain uscitay, come mostrano i seguenti grafici:
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Fig. 5: Andamento temporale della portata in uscita: u<1
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A y w=1
yo+67 -
Y
| | | | t
T 27 31 47
Fig. 6 : Andamento temporale della portata in uscita: u=1
A y u> 1
Y+ —
Y —
| | t
T 27 31 47

Fig. 7 : Andamento temporale della portata in uscita: u>1

Tipo di transitorio

u<l Oscillazioni convergenti (*)
pu=1 Oscillazioni permanenti

u>1 Oscillazioni divergenti

(*) Si pud dimostrare che le oscillazioni convergono al valore y° + |T)/ (1+u), coerente con
I"analisi statica, tenendo conto che nel nuovo punto di equilibrio Ap=-p.
Conclusioni

e L’andis statica non e sufficiente per lo studio delle prestazioni dei sistemi di controllo. A
volte (vedi i casi u=1 eu>1) puo dare risultati addirittura errati.

e E’ aloraindispensabile un’analisi dinamicadel sistemadi controllo.

¢ Un modello matematico che descrive I’evoluzione nel tempo delle variabili del sistema
prende il nome di modello dinamico.

e Lo strumento matematico che useremo per formulare i modelli matematici sara quello delle
equazioni differenziali.
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Induttore

iIv

Condensatore

D

i \Y;

Massa

>

Modédlli dinamici di sistemi elementari

R: resistenza
i: corrente

V: tensione

L: induttanza
i: corrente

V: tensione

C: capacita
i: corrente

V: tensione

M: massa

F  p: posizione

v: velocita
a: accelerazione

F: forza
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alt)==4~

F(t) = Ma(t)

Lez.2-5



Oscillator e meccanico

LT y F  K: costanteelastica b= dt
In .. . .
ILD | D: coefficiente di attrito alt) = dv(t)
0 p: posizione dt
7 D N
v: velocita F(t) = Kp(t) + Dv(t) + Ma(t)
a: accelerazione
F: forza
Pendolo

I: lunghezza dell’ asta (priva di massa)

Mm: massa concentrata alt) = do(t)
g: accelerazione di gravita dt
¥: posizione angolare alt) = do;t)

w: velocita angolare

o accelerazione angolare t(t) = ml2o(t) + mgl sin(v(t))

T. coppia

Serbatoio cilindrico

q; Ag area sezione serbatoio
| h: livello liquido
h gi: portatadi liquido entrante dh(t)
A G(t)= A=
S

Serbatoio cilindrico con valvola d’ efflusso
q

i
l A, areadi efflusso dellavalvola
h AV k: coefficiente caratteristico
dellavalvola dh(t)
%s O g (1) = As =+ KAR(D
, h:livelloliquido

gi: portatadi liquido entrante

Ag, area sezione serbatoio
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Sistemi dinamici

Un sistema dinamico s interfaccia con il “resto del mondo” per mezzo di una serie di
variabili, che definiremo di ingresso, ed altre che definiremo di uscita

Definiamo di ingresso le variabili che influenzano il comportamento del sistema, di uscita
guelle che caratterizzano il sistema e sulle quali soffermiamo il nostro interesse (tipicamente
perché costituiscono I’ obiettivo del controllo).

u y

— S I

variabili variabili
di ingresso di uscita

Fig. 8 : Ingress e uscite di un sistema

Larelazione che sussiste tra variabili di ingresso e di uscita é di causa-effetto e non hanullaa
che vedere con relazioni di afflusso ed efflusso di materia o energia (la portata di uscitain un
serbatoio pud essere variabile di ingresso per il sistema, se per esempio € comandata da una
pompa).

E sufficiente descrivere il comportamento dinamico di un sistema mediante relazioni
algebriche trai suoi ingressi e le sue uscite? Quas sempre no (nei nostri esempi, solo per il
resistore), per due motivi: occorre conoscere i valori assunti dalle variabili di ingresso a
partire dall’istante iniziale ed occorre conoscere una o pit condizioni iniziali.

Consideriamo atitolo di esempio il condensatore, in cui I'ingresso é costituito dalla corrente
(u(t) =i(t)), I'uscitadallatensione (y(t) = v(t)). Avremo quindi:

t

) 1
Cy(t)=u(t) = y(t):y(t0)+EJu(r)dr.
to
Occorre quindi conoscere il valore iniziale della tensione e |I’andamento della corrente
dall’istante iniziale. 1| numero minimo di condizioni iniziali che occorre assegnare per
determinare tutte le uscite del sistema, noti gli andamenti degli ingressi a partire dall’istante

iniziale, prendeil nome di ordine del sistema: lo indicheremo con n.

Per descrivere I’evoluzione dinamica del sistema € quindi sufficiente assegnare, istante per
istante, n valori, ovvero dare I’ andamento nel tempo di n variabili: indicheremo con Xy, Xs, ... ,
Xn queste variabili e le definiremo variabili di stato.

Note le variabili di stato ad un dato istante e I’andamento degli ingressi da quell’ istante in poi,
sara quindi possibile determinare I’andamento di tutte le uscite dall’istante considerato. La
formalizzazione matematica del sistema dinamico passa allora per 1a scrittura delle equazioni
differenziali di cui le variabili di stato sono le soluzioni, noti gli ingressi esterni, e del legame
trale variabili di uscita e quelle di stato e di ingresso.

Siamil numero delle variabili di ingresso e p il numero di variabili di uscita:
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equazioni di stato

trasfor mazioni di uscita

Yo(t)= Gp(a(t). %o (1), X (1), Ua(t). U (1), -, (1)
Queste sono le equazioni di un sistema dinamico.

Introduciamo i vettori:

xy(t) uy(t) ya(t)
X(t) _ XZ'(t) 1 U(t) _ UZE(t) ’ y(t): yZS(t)
Xy (t) Um(t) Yp(t)

elefunzioni vettoriali:

_gp(xl(t),xz(t) ..... xn(t‘),ul(t),uz(t) ..... um(t))_

Possiamo riscrivere le equazioni del sistema dinamico in forma compatta vettoriale:

X(0)= f(x(t)u(t)
y(t)= g(x(V).u(t))

Si osservi che il sistema e tempo invariante ossia le equazioni del sistema non si modificano
nel tempo: cio comporta che la scelta dell’ asse dei tempi € del tutto convenzionale, ossia che

come istante iniziale sara sempre possibile scegliere I’ istante t=0.

Definiremo poi come sistemi SSO (Single Input Single Output) i sistemi per cui m=p=1,

MIMO (Multiple Input Multiple Output) gli altri.

Infine si dira strettamente proprio un sistemain cui lafunzione g non dipende dall’ingresso u,

genericamente proprio un sistemain cui cio non accade.
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Torniamo ai nostri esempi:

Resistore

I nduttore

]

Condensatore

]

M assa

iNgresso: u=v
uscitae y =1
variabili di stato: nessuna

INgresso: u=v
uscitaa y =1
variabili di stato: x; =i

INQresso: U =i
uscitaa y =v
variabili di stato: x; =v

ingresso: u = F

F uscitay=p

variabili di stato: x; =p, X =V
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y(t) = Eu(t)
() = Tult)
y(t) = xq(t)
&mzém)
y(t) = x(t)

iolt)=--ult)
y(t) = xq(t)
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Oscillator e meccanico

7 K ingresso: u=F Xq(t) = Xo(t)
N 1
“000 -y, | P, usitay=p %(t) = —(—Kxq(t) = Dxo(t) + ult))
L variabili di stato: X, = p, X, =V M
0 y(t) = x(t)
7
Pendolo
iNgresso: U=1 %(£) = %,(t)
uscitaa y =0
; g . 1
variabili di stato: x; =9, X2 = @ Xo(t) = —l—sm(xl(t))+mu(t)
y(t) = xq(1)
Serbatoio cilindrico
INQresso: U = g
q; _ 1
uscita:y = h % (t) =—u(t)
variabili di stato: x; = h As
h 5 y(t) = xq(t)

Serbatoio cilindrico con valvola d’ efflusso

INQresso: U = g

q, . 1
l uscitaa y=h
v variabili di stato: X; = h
h y(t) = xq(t)
A
S qu
—>

Gli esempi evidenziano che, di norma, le variabili di stato sono associate a fenomeni di
accumulo (di energia elettrica, di energia potenziale, di energiacinetica, di massa...).
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Sistemi dinamici lineari

Nei sistemi dinamici lineari le equazioni di stato e le trasformazioni di uscita sono lineari
nelle variabili di stato e nelle variabili di ingresso:

¥q(t) = @qXq(t) + X () 81X (8) + BrqUy (1) + Broty (t)+. oy (1)

%y(t) = 81%4(t) + 8o Xa (tf -+ Xn (1) +Dasth () + Dzl (t) .. +Dpmthn(t) equazioni di stato

%o (1) : A% (t) + 8npXo (. +ann X (t) + 0ty (1) + B (E)+. A+opin(t)
Ya(t) = CraXq(t) + CioXo ()4 4Cn Xy (t) + dyqUy (t) + Ay Uy () +.. Oy (1)
S t

t) = Coi X (1) + CooXo (t ). +Co X (£) + doq Uy () + Doy (T )+.. 4ds U
Y2():C21 1(t) + X ConXn (1) + doquy () + dopUs (1) 2mUm(t) tr asfor mazioni di uscita

Yp(t) = CpaXq(t) + CpoXo () A+CpnXn (1) +d gty (1) +d Uy (). A0y (1)

Introduciamo le matrici:

(a1 ap Ay by b o by
e T
(8 @2 0 8m P B2 o by
1 G2 v Gy (dy  dp e iy
A T
Cpp Cp2 Con Ay dpp e dpy

Il sistema dinamico lineare potra allora essere riscritto in forma compatta vettoriale come
segue:

Tutti i precedenti esempi sono descritti da sistemi dinamici lineari, tranne il pendolo (a causa
della funzione trigonometrica) ed il serbatoio con valvola di efflusso (per via della radice
quadrata).
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M ovimento

In un sistema dinamico il movimento (0 moto) dello stato e definito come I’ evoluzione nel
tempo del vettore delle variabili di stato, a partire daun istante inizialein cui siadato il valore
dello stato stesso, e noti gli andamenti degli ingressi da quell’istante in poi. Analoga
definizione s da per il movimento dell’uscita. Di fatto quindi il movimento dello stato
costituisce la soluzione del sistemadi equazioni differenziali che formail sistema dinamico.

Per un sistema dinamico lineare, il movimento dello stato e quello d’ uscita sono scomponibili
in due termini: moto libero e moto forzato. Il moto libero dipende solo dalla condizione
iniziale sullo stato del sistema (e non dagli ingressi), il moto forzato dipende solo dagli
ingressi (e non dalla condizione iniziae):

X(t) = (t) +x¢ (1)

y(t) = yi(O)+ys(t)

Considerando per semplicita un sistemadel primo ordine (n = 1), con un ingresso ed un’ uscita
(m=p=1):

X(t) = ax(t) + bu(t)

X(0) = X

y(t) = cx(t) + du(t)

(in cui tutte le variabili sono quindi scalari) e facile verificare che il moto libero ed il moto
forzato assumono e seguenti espressioni:

Moto libero
X (1) =€%xg
yi (1) =ce™x,

M oto for zato
t

X¢ (1) = jea“—ﬂ bu(t)de
0
t

X (t) = J‘cea(t‘r)bu(r)dr +du(t)
0

Le formule possono essere generalizzate (“formula di Lagrange”) a sistemi di ordine superiore
e con pilingressi €/o uscite, introducendo il concetto di esponenziale di matrice.
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Sovrapposizione degli effetti

Si consideri un sistema dinamico lineare.

Si eseguano sul sistematre esperimenti:

1.

Lo stato iniziale valga x(, e s assegni I'ingresso u’(t), per t>0.
Siano x’(t) e y’(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.
Lo stato iniziale valga x§ e si assegni I’ingresso u”(t), per t>0.
Siano x”(t) e y”(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.

Lo stato iniziale valga x§'= oxj +PBxg e s assegni I'ingresso u™(t) = ow’(t) +Bu”(t), per
t>0, essendo o e 3 due arbitrari numeri reali.

Siano x™(t) e y”(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.

Il principio di sovrapposizione degli effetti, valido solo per sistemi lineari, afferma che:
X (t) = ox’(t) +Bx"(t) ,
y”(t) = ay'(t) + By"(t) .

E' quindi possibile studiare separatamente | effetto sul moto delle cause (stato iniziale e
differenti ingressi) che lo generano, e quindi sovrapporre (combinare linearmente) gli effetti.
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Equilibrio

Si supponga che I'ingresso (o gli ingressi) del sistema dinamico (lineare 0 no) siano costanti.
Un punto di equilibrio e caratterizzato dal fatto che tutte le variabili di stato (e quindi anche la
variabile di uscita) del sistema rimangono costanti nel tempo.

Consideriamo I’ equazione di stato (vettoriale):

X(t) = f(x(t),u(t),

ed assumiamo |’ ingresso costante: u(t)=U .

Seil sistemasi trovaal’equilibrio, x(t) = X, eladerivatadi x & nulla. Pertanto:
f(x,u)=0.

Questa equazione, nell’incognita X, consente di trovare il punto di equilibrio del sistema. La
corrispondente uscita di equilibrio sara data da:

y=g(x.u) .
Non é detto che lo stato di equilibrio esista e, se esiste, non € detto che sia unico.

Esempio

Si consideri il sistema, non lineare, del secondo ordine:
% =X +U

@=M+é

Y= X Xo + Ju

Si vogliono individuare eventuali punti di equilibrio in corrispondenza dell’ingresso costante
ut)=u=1.

Annullando le derivate si ottiene:

%2 +1=0

% +%5 =0

Dalla prima egquazione s ricava, come unica soluzione reale, X; =—1, che, sostituita nella
seconda, comportale due soluzioni: X, =-1e X, =1.

Pertanto il sistema soggetto all’ ingresso costante assegnato ammette due punti di equilibrio:
(a=-L%=-1), (g =-L%=1).

In corrispondenzadel primo punto di equilibrio I’ uscitadi equilibrio vale:

Y= XX, +:/0=2

mentre in corrispondenza del secondo:

Y= XX, ++/T =0.
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Linearizzazione

Considerando piccoli scostamenti delle variabili attorno a valori di equilibrio, € possibile
approssimare il comportamento di un sistema dinamico non lineare con quello di un sistema
dinamico lineare.

Consideriamo un generico sistemanon lineare in formavettoriae:

X(t)= f(x(0).u(t)

y(t) = g(x(t),u(t))

soggetto al’ingresso costante u(t)=u. Supponiamo che esista il punto di equilibrio

(eventualmente non unico) caratterizzato dal valore X delle variabili di stato e dal valore y
dell’ uscitadi equilibrio.

Per definizione di equilibrio saraquindi:
f(x,u)=0.
y=9(X.0) .

Si supponga ora che lo stato iniziale (al’istante t=0) sia costituito dal valore di equilibrio X
Cui St somma un piccol o scostamento:

Xg =X +08Xg,

e che, a partire dall’istante iniziale, I'ingresso si possa esprimere come la somma del valore
all’equilibrio e di un piccolo scostamento:

u(t)=u+du(t), t=0.

E' senz’altro lecito esprimere anche i movimenti di stato e uscita che ne conseguono come
sommadei valori di equilibrio e di scostamenti:

X(t) = X + 0x(t)
y(t) = y+8y(t).

Essendo le espressioni precedenti movimenti del sistema devono soddisfarne le equazioni. Si
ottiene quindi:

SX(t) = £ (X +8x(t), T +8u(t))
Ox(0) = dxg
y+38y(t) = g(X +8x(t),T +du(t))

Il sistema linearizzato s ottiene sviluppando in serie di Taylor intorno a punto di equilibrio
le equazioni di stato e le trasformazioni di uscita del sistema originario ed arrestando 1o
sviluppo ai termini di primo grado. Nello sviluppo compariranno le derivate parziai delle
funzioni vettoriali f e g rispetto agli argomenti vettoriai x e u (matrici Jacobiane), val utate nel
punto di equilibrio:
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X|g g dUlg g

Ox(0) = dxg
_ _ . 0g g
+oy(t) =g(X,u)+—= ox(t)+—= ou(t
y+3y(t) = g(X,U) x| x(t) 2l g u(t)
Ponendo ora:
A gldf|

Xl g dUlg g

dag Jg
c==—=2 , D=2 |,

X g dUlg

ericordando lerelazioni valide trale variabili che caratterizzano I’ equilibrio, otteniamo:

OX(t) = Adx(t)+ Bdu(t)
Ox(0) = dxg

dy(t) = Céx(t)+ Ddu(t),
che eun sistemalineare.

Per il sistema linearizzato valgono quindi le proprieta dei sistemi lineari (non valide per il
sistema non lineare di partenza), limitatamente a piccole variazioni intorno alla condizione di
equilibrio.

Esempio

Si consideri nuovamente il sistema del secondo ordine:
% =X +U

@:M+é

y= XX +/U

Si vogliono determinare le espressioni dei sistemi linearizzati intorno ai due punti di
equilibrio corrispondenti all’ingresso costante u(t) = U = 1.

Abbiamo gia calcolato i due punti di equilibrio:

(% =-1%=-1), (% =-1%=1).

Le equazioni del sistema linearizzato sono le seguenti:
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8% = 3X28% +8U
8X2 = 8Xl + 2)_(26X2

_ _ 11
Oy = Xo0%q + X10X, + WG du

In particolare, il sistema linearizzato intorno al primo punto di equilibrio risulta:
8X1 = 38X1 + 8U
8X2 = 8Xl - 28X2 ,

1
Oy = —0X; — Xy + ESu

mentre quello linearizzato intorno a secondo punto:
OX; = 3%, + 06U
Xy = OXq + 20X,

1
dy = O%; — OXo +§8u
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Esercizi

Esercizio 2.1

Scrivere le equazioni che descrivono (nel dominio del tempo) il comportamento dinamico
dellarete elettrica di figura:

Esercizio 2.2

Scrivere le equazioni che descrivono (nel dominio del tempo) il comportamento dinamico
dellarete elettricadi figura:

R=1 L=1

AN T

C=1—"+" NL

doveil blocco NL impone larelazione v=i2 tralacorrentei che lo percorre e latensione v ai
Suoi capi.

Esercizio 2.3

Senza scriverne le equazioni, si dica di che ordine e il sistema dinamico che descrive la rete
elettricadi figura

R L R L R L

00 00 00
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Esercizio 2.4

Senza scriverne le equazioni, si dica di che ordine € il sistema dinamico che descrive il
sistema meccanico di figura:

7

Esercizio 2.5
Con riferimento al sistema dinamico:

%(t) = =XC(t) + %o(t) + u(t)
¥o (1) = X4 (t)

y(t) = % (t)%(t)
s calcoli il punto di equilibrio corrispondente all’ingresso costante u=0 =2, e s scrivano le
equazioni del sistema linearizzato intorno atale punto di equilibrio.

Esercizio 2.6
Con riferimento al sistema dinamico:

oy X(1)-1
="
Y0 =x()

si calcali il punto di equilibrio corrispondente all’ingresso costante u=t =1, e s scrivano le
equazioni del sistema linearizzato intorno atale punto di equilibrio.
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 2.1
Dette x; latensione sul condensatore e x, la corrente nell’ induttore:

si scrivono leleggi delle tensioni alle due maglie:
X1 = L% + RX,
u=x + R(%, +C¥)
dacui s ricavano le equazioni del sistema dinamico:

. 1 1 1
%= Rc X R

. 1 R
X2 :le—tXZ

y=Rx

Esercizio 2.2

Dette x; latensione sul condensatore e x, la corrente nell’ induttore:
1 1

X1 - i
X2

si scrivono leleggi delle tensioni alle due maglie:
U= X+ (X + %)

dacui s ricavano le equazioni del sistema dinamico:
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)'(2=X1—X§

y=X

Esercizio 2.3

Poiché sono presenti 6 elementi di accumulo di energia (condensatori ed induttori), il sistema

edi ordine 6.

Esercizio 2.4

Poiché sono presenti 2 masse (ciascuna delle quali costituisce un sistema del secondo ordine)

il sistemaéedi ordine 4.

Esercizio 2.5

Annullando le derivate e ponendo u=0 =2, S ottiene:

X =0 X,=-2,
da cui seguono le equazioni del sistemal linearizzato:
8%, (t) = 8%, () +du(t)
¥o(t) = 8x(t)
By(t) = —25x(t)

Esercizio 2.6

Annullando laderivatae ponendo u=U =1, s ottiene:

x=1,
da cui seguono le equazioni del sistema linearizzato:
SX(t) = &x(t)

ay(t) = ox(t)
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